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ІНФОРМАЦІЙНІ ТЕХНОЛОГІЇ, СИСТЕМНИЙ АНАЛІЗ 
ТА КЕРУВАННЯ
УДК 519.85
О.О. Ємець, Ол-ра О. Ємець
ОПЕРАЦІЇ І ВІДН ОШ ЕН НЯ НАД НЕЧІТКИ­
МИ ЧИСЛАМИ
Вступ -А'..,/?:
З подальшим розвитком комбінаторної оп- 
тимізації [1-15] виникає проблема більш адек­
ватного врахування даних, які описують ті чи 
інші явища, об’єкти, моделі. Дану проблему 
можна розв’язати, враховуючи різні види неви­
значеності. Зокрема, це можна зробити з вико­
ристанням апарата нечітких множин [16].
У [16, 17] і багатьох інших працях розгля­
далися операції над нечіткими числами як опе­
рації над нечіткими множинами. Але для моде­
лювання задач комбінаторної оптимізації це ще 
не дає можливості будувати моделі, тому в [18, 
19] розпочато дослідження цих питань.
Уявляється, зокрема, за необхідне ввести 
операцію додавання нечітких чисел, характери­
стичну функцію нечіткого числа, відношення 
впорядкованості масиву нечітких чисел та дос­
лідити їх властивості.
Постановка задачі
Мета статті -  за допомогою нечітких чи­
сел розробити апарат, який дав би можливість 
формалізувати невизначеність даних у задачах 
евклідової комбінаторної оптимізації і, зокрема, 
при моделюванні задач знаходити суму нечіт­
ких чисел, максимальне і мінімальне нечітке 
число, а також порівнювати нечіткі числа між 
собою.
Операції і відношення над нечіткими числа­
ми та їх властивості
Введемо поняття нечіткого числа.
Означення 1. Нечітким числом а назива­
ють нечітку множину а = {(а1|ц 1) ,.. . ,(а АІрА)],
де {а1,а2>...,ак} (а, є К 1 V/ є / ,  ) — носій нечіт­
кої множини, {ц1,р 2, . . . ,р і ] ( р. є К ] У/єУд. )  —
множина значень функції приналежності, 
О - Iі/ -  і [16, 18]. Тут і надалі З к поз­
начаємо множину перших к  натуральних чи­
сел.
Зауважимо, що дійсне число а  можна зо­
бразити як нечітке число а = {(а 11,0)}.
Введемо поряд із поняттями суми та лі­
нійної впорядкованості нечітких чисел поняття 
характеристичної функції (функціоналу) Н(х)
нечіткого числа х  як Н ( х ) : X  -> і?1, яка діє з
множини нечітких чисел X  в К 1 (в множину 
дійсних чисел) та узагальнює такі метричні 
властивості дійсного числа:
1) при х є і?1 повинна виконуватись рів­
ність Я(х)  = х ;
2) для введеної певним чином лінійної 
впорядкованості -< на множині нечітких чисел 
X  має виконуватись правило: якщо х х у ,  то 
Я ( х ) < Я  (у) та якщо Н ( х ) < Я  ( у ) , то х х у ;
3) для введеної певним чином суми х + у 
нечітких чисел х, у є А повинна виконуватись 
рівність Н ( х  + у)  = Н(х)  + Н (у ) ;
4) для суми нечітких чисел має виконува­
тись правило: якщо х ч  у  , то х + г  < у  +1 ■
Таким чином, необхідно ввести поняття 
суми, лінійної впорядкованості і характерис­
тичної функції, які б відповідали переліченим 
властивостям.
Введемо поняття суми нечітких чисел. 
Суму А + В  двох нечітких чисел А = 
- { Ц |р ^ ) , . , . , ( а а |р^)} і В  = {(й1|р 1г ),...,((>р|р^)}
утворимо за допомогою побудови множини пар 
С = { (с ~ Х ),.. . ,(с п|^ ) }  =
аі + Ь\
а 2 + Ь 1
ь ?  ь
/=1 7=1




1 > , л Ь
/=і Н  )
М  7=1






і ї а  Iі !
о» р ?
V 1=1 3=1 у V
а +Ьаа р
Ь і ї
М  7=13  у
( 1)
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Перші елементи , де г| = а р ,  цих
пар утворюють мультимножину С* = {с15...,с  }.
Основа 8{С*) мультимножини С*: 8(С*) = 
— {Ср.. . , с } це носій нечіткого числа А + В = 
= {(с, І р , ) , . . . , ^  |р г)}. Значення функції прина­
лежності знаходиться за правилом
V, -  1 ! р^, / є /  , ї є  /  , (2)
У / є /  : с,=с'
тобто значення р визначається як сума таких
чисел р^ , для яких с;. -  с1, а г — число різних
елементів в С*.
Отже, можна дати таке означення. 
Означення 2. Сумою А + В двох нечітких 
чисел А і В називається нечітке число С =
= {(с1|р ,) ,...,(с г 1рг)}, де -  ос­
нова мультимножини {ср ...,с  }. Число С ви­
значається за правилом (1), а значення р ( — за
правилом (2).
Наведемо приклад знаходження суми двох 
нечітких чисел.
Приклад 1. Знайти суму двох нечітких чи­
сел А = {(110,4), (210,6)} і В = {(310,9), (4) 0,6)}.
а  {5
Спочатку знайдемо суми У  р-1 і У р в , що
м  ' Н  1 
використовуються у формулі (1). Поклавши 
а  = р = 2 , отримаємо
Х р 4^ = 0,4 + 0,6 = 1, У р ®  = 0,9 + 0,6 = 1,5.
,=і Н
Збудуємо множину пар С за правилом (1):
С =
ґ \ ( Ч
а 1 +  ь 1 а] + Ь2
р (* ц |
2 2 
Е ^ Е и ?
>
і х х х
V /■=1 м  у Ч (=1 у —1 2




а2 + Ь2 Р2
р;
2 2 
Е ^ 2>Ш м
= 1 + 3 М М
1 1,5
1 + 4 0,4 0,6 
1 1,5
2 + 3 0,6 0 9  
1 1,5
2 + 4 м м
1 1,5
- = {(4|0,24), (5(0,16), (5(0,36), (6 10,24)},
Перші елементи множини пар С утворю­
ють мультимножину {4,5,5,6}. Основа мульти­
множини -  8(С*) = {4,5,6}. Згідно з правилом 
(2), для елемента 5 функція приналежності 
дорівнює сумі 0,16 + 0,36. Таким чином, сума 
заданих чисел становить А + В = {(410,24), 
(510,52), (6)0,24)}.
Означення 3. Сумою трьох нечітких чисел 
А = {(а[\ ^ ) , . . . , ( а а ІАІ)}, В  = Щ  |р}®),...,(6р|р*)}
і В = {(сі11 р ]/)) , . . . , (с? | р ®)} називається нечітке
число А + В + В - Е + В , т  Е = А + В .
Твердження 1. Операція додавання нечіт­
ких чисел комутативна, тобто А  + В -  В  + А . 
Д о в е д е н н я .  При утворенні множини пар
С використовуються такі операції: додавання
а/ + Ь і знаходження добутку Ц,а  ІЗ *
Е ^ Ь ?
к = 1  ( н і
і є / а , ]  є / .  Оскільки ці операції комутатив­
ні, тобто
а. + Ь . = Ь . + а . , ‘ з .1 I і
Ц, А А Ц,
а  В В а
Е ^ І Х  Ж Е
к = \  ' М  ґ = 1 Аг=1
-<А+Вто множина пар С Лт" , отримана при додаванні 
чисел А і В ,  буде ідентична множині пар
С в+А , отриманій при додаванні чисел В і А.
Твердження 2. Операція додавання нечіт­
ких чисел асоціативна, тобто (А + В) + В = 
= А+ ( В + В ) .
Д о в е д е н н я .  При утворенні множини
пар С використовуються такі операції: дода­
вання (а. + Ь.) + сік і знаходження добутку









. Оскільки ці операції асо­
ціативні, тобто
(а. + Ь.) + й к = а. + (Ь. + й к) ,
Введемо позначимо: а = {яр ...,аа}, Ь -  {ЬХ, . . . ,ЬА, 
и = а[)Ь = {иу.,,,14 }. Тоді число А можна за­
писати у вигляді
де
Ґ ^ % \
_ 1*7 В к
а







А„ ІрС, якщо и. = а . є а, 
10, якщ о и. & а,
а число В — у  вигляді 
.в"
і є  / а , І  Є / р , А; є  / 8 ,
то множина пар сО+я)+д 5 уДЄ ідентична
множині пар С'4+('е+£>).
Аналогічно визначається сума будь-якої 
кількості нечітких чисел а,, . . . ,а  :І3 5 «
0.+. . .  + Я = (с,+. . .  + я ,) + о , и > 3 .1 « х 1 Л-1' П 7
З останніх тверджень випливає, що суму п 
нечітких чисел а. = )}> 1 є
можна визначати ітеративно, тобто спочатку 
знайти суму двох нечітких чисел, потім до неї 
додати третє нечітке число і т.д. Оскільки опе­
рація додавання нечітких чисел є комутатив­
ною (див. твердження 1) і асоціативною (див. 
твердження 2), то порядок додавання п чисел 
значення не має.
Дамо один із можливих варіантів означен­
ня характеристичної функції (функціоналу) Л(х)
нечіткого числа х Н ( х ) : X  -* В 1.
Означення 4. Характеристичною функцією 
(функціоналом) Н (х ) : X  -> К [ нечіткого числа
А = {(а, | ц і ),..., (а | рА)}, називається функція, 
яка нечіткому числу А є  X  ставить у відповід­
ність число Н(А)  є і?1 за правилом
де
Б" = { ( и > Г ) ’---’(м> Г > Ь
в „ . Цу, якщ о и. = ь.  є  Ь,
0, якщ о и. € Ь.
Дамо означення впорядкованості нечітких 
чисел.
Означення 5. Два нечіткі числа А  і В 
називаються впорядкованими за зростанням 
( А  < В ) ,  якщо:
ї > , 4  % ЬУ ,
М   /  і  тобто тоді, колиа) або а  В
і=і №
Щ А) < Н (В ) ; ,
Е « ф "










< р ? ” (к < у ) ; тоді будемо говорити, що А пе-
(3)
редує В за зростанням.
Приклад 2. Визначити впорядкованість чи­
сел А = {(1] 0,4), (210,6)} і В -  {(310,9), (410,6)}.
Нехай задано два нечіткі числа: А =
= {(а1|ц^),...,(оа |р^)} і В = {(^ |р ,я),...,(Ар|р^)}.
Спочатку знайдемо суми
а  В
Е ^ >  Е«1 н  
Покладемо а  = р = 2 . Тоді матимемо
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2 > ,л = 0,4 + 0,6 = 1, = 0,9 + 0,6 = 1,5 .
1-ї У=1
Знайдемо Н(А)  і Щ В ) :
2
щ А) , ^ В А - ^ ± ! ± М ^ 6 ,
Е и ?
(=1
% Ь м В
Н(В)  = іА ' - -  3 0’ 9.+ 4 ' .0>-6. = М  = 3,1875 .
Отже, згідно з означенням (5а), А < В , 
ЩА) < Н ( В ) .
Тут і далі (5а), (56), (6а), (66) означає: згід­
но з означенням 5 (або 6) пункта а (або б), від­
повідно.
Означення 6. Два нечіткі числа А і В на­
зиваються впорядкованими за несладанням 
(позначається А < В ) ,  якщо:
а) або А  < В ;
б) або А = В , тобто тоді, коли а . = В  і 
\хА = V / .
Покажемо, що впорядкованість ч є ліній­
ною.
Твердження 3. Впорядкованість ч , введена 
означеннями 5 і 6, є рефлексивною, антисимет- 
ричною і транзитивною, тобто лінійною.
Д о в е д е н н я .  Розглянемо конкретно ці 
властивості впорядкованості:
1) впорядкованість ч є рефлексивною: 
А ч  А (згідно з означенням 6);
2) антисиметричність -  це, якщо А ч  В , 
В < А ,  то А -  В . Одночасно А  ч  В  і В ч А 
для введеної впорядкованості ч можливі лише 
у випадку означення 6 (б), тобто коли А = В , 
отже впорядкованість є антисиметричною;
3) транзитивність — це, якщо А < В ,  В ч С, 
то А ч С . Можливі наступні випадки для пари 
А ,  В\ А < В (5а); А < В (56); А = В (66); для 
пари В , С : £ < С  (5а); В < С  (56); В = С 
(66).
Таким чином, можливі дев’ять пар ситуа­
цій:
1) А<  В (5а), В < С  (5а), Н(А) < Щ В ) , 
Н(В) < Н{С).  З цього випливає, що Н(А) < 
< Н (В ) , А < С за означенням (5а), отже, А < С ;
2) А <  В (5а), В < С  (56), ЩА) < Щ В ) ,
Н{В) = # ( С ) . Звідси випливає, що Н(А) <
< Н(С) за означенням (5а), значить, А  ч  С ;
3) Д < 5  (5а), Д = С (66), # ( Д ) < # С 8 ) ,
ЩВ) -  Н (С ) , звідки Н(А) < ЩС)  за означен­
ням (5а), отже, А < С ;
4) А <  В  (56), В < С  (5а), ЩА) = Щ В ) ,
Н{В) < Н {С ) . З цього випливає, що ЩА) <
< ЩС)  за означенням (5а), отже, А  ч  С ;
5) А <  В  (56), В < С  (56), Щ А ) ^ Н ( В ) ,  
Н(В) = ЩС) .  Звідси маємо Н(А)  = ЩС)  за 
означенням (56) або (66), тобто А ч  С ;
6) Л < Д  (56), £  = С (66), ЩА) = Щ В),
Н(В)  = # ( С ) . З цього випливає, що ВИ А) -  
= # (С ) за означенням (56) або (66), тобто 
Я ч  С ;
7) А = В  (66), В < С  (5а), ЩА) = Щ В),  
Н(В) < Н ( С ) . Звідси маємо Н(А) < Н(С) за
означенням (5а), тобто А ч  С ;
8) Л = Д (66), £ < С  (56), ЩА) = ЩВ),  
Щ В) = Н ( С ) , звідки маємо Щ А) -  ЩС)  за 
означенням (56) або (66), тобто А ч С ;
9) Я = £  (66), Д = С (66), тобто А = С 
(відношення рівності двох нечітких чисел, оче­
видно, є транзитивним). Значить, А  ч  С .
Отже, доведено, що у всіх дев’яти випад­
ках транзитивність справджується.
Тому доведено, що впорядкованість ч є 
лінійною.
Покажемо, що для введеної в такий спосіб 
характеристичної функції, операції додавання і 
лінійної впорядкованості мають місце зазначе­
ні вище властивості.
Твердження 4. Якщо х є ї?! , то Н(х)  = х . 
Д о в е д е н н я .  Якщо х є дійсним числом, 
то х має вигляд х  ~ {(х| І)}, а характеристична
X * 1функція Н(х)  набуває вигляду Я(х) = - у -  = х ,
що і слід було довести.
Твердження (теорема) 5. Для будь-яких двох 
нечітких чисел А  = {Ц |ц^),...,(<га іц^)Ь В =
= {(61|ц ]8),...,(6р|нр)} і характеристичної функ­
ції Н,  заданої за правилом (3), має місце рів­
ність
Н(А  + В) = Щ А)  + Щ В ) . (4)
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Знайдемо характеристичну функцію 
Н(А + В) :
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+...+ *  + . . . +  ц“ А - +а р  а р
Е й/ Е й* Е й^ Е й*
і«1 у=1 М у=І
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Отже, вираз (5) набуває вигляду Щ А + В) = 
= # (Л ) + Н ( В ) , що і треба було довести.
Твердження (теорема) 6. Для будь-яких 
трьох нечітких чисел х  = {(х1 |р * ),,..,(х а |р*)} ,
У М 0 ^ |й р , . - , ( } ’р Ц ) Ь  (Ці й*) ,  ••■,(£, їй*)}, та­
ких, що = І > £  = = 1 , х 1< . . .< х а ,
к=і к=\  ЬД
у1 < ... < >'р , т, < — < і у , виконується правило:
якщо х у , то х + г -< у + г .
Д о в е д е н н я .  Якщо х -< у , то за озна­
ченням лінійної впорядкованості виконується 
нерівність
Щ х )  < Щ у )  . (6)
Отже, за твердженням 5 маємо 
Н(х  + і )  = Н(х)  + Н ( і ) ,
Щ у  + і)  = Щ у)  + Щ і ) .
Оскільки виконується (6), то
Щ х)  + Н ( і )  < Щ у)  + Н і г ) ,
Н (х  + 1 ) < Н{у + 1 ).
За означенням, якщ о Я (х  + і )  < Щ у  + і ) , 
ТО X + і  < у  + 1 .
Якщо х + 1  = у  + 1 (значить, Щ х  + 1 ) -  
= Н(у  + 1 ) ), то х + г  < у  + 1 .
У випадку Щ х  + 1 ) = Щ у  + 1 ), х  + і ф  у+  г ,  
тобто х ф  у , маємо
• Xй Vй Xй Vй Xй VйЗі  р, = р [ ,..., р. = р* , Р/+1< й Е -  
Покажемо, що в цьому випадку
3І  й?',*"+г" _  ,.Х+г" ц х"+г“ -  ііУ“+г“~ Нч ? • * • ? Р ; — Щ ;
(5)
але р * Е ” < й у,,+г
Легко помітити, що знаменник виразу (5) 
дорівнює 1. Спростивши чисельник виразу (5), 
отримаємо Н{А) + Н ( В ) .
/+1 •
Нехай V  = {м1,...,«5} = {хр ...,ха}ІІ{уІ,...,у |3}ІІ
ІК г ф - .г  Ь  « , < . . .  <и5 . Тоді числа х ,  у ,  і
можна записати у вигляді
= {(м1|р [ '') ,...,(и 5|р ^ )} ,
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Уи = {(их\ \ х ( { и  ь \ ^ і “)},
г"в{(и1|Ці")’---Л“в№Ґ)Ь 
ЕмГ = ЕмҐ = ЕмҐ=і-
к=1 к=1 *=1
Знайдемо суму х и + і “ . Згідно з означен­
ням 2, маємо
х и + і и =
у
и 1 + и 1
\
л"  г иМ, М[
Е м Ґ Е м Ґ
Л Е *г- II
°8 + и1
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Порівнюючи х и + 7 й і у и + г и ,  бачимо, 
що перші елементи пар для обох сум однакові і 





и2 + м , .
. и, +  и.1 /
, +  и.
и1 + им  . 
и2 +им  .
. м, +  « 6
• и2 +ІІЬ
и; + и{ й . + и 2 . . и. + и.і і иі + им  ■. и.+и,.1 б
им +ил И.+ [ + « 2 . . и. . +и.;+і і и. . +и.  , .і+і і+і • иМ +и5
Л  + и 1 и 8 +  и 2 . . и„ +  и.5 і и . + и . ,  . 8 1+1 ■ иь + иь ,
Проаналізуємо матрицю I I :
1) матриця є симетричною відносно го­
ловної діагоналі, тобто
и + и -  и +  и. , 5 *  г , 5, г  є  / , ;
5  Г  Г  .У 5 ’ 5  5
2) елементи в кожному рядку і стовпчику 
впорядковані за зростанням.
Виділимо з матриці II підматрицю (!’:
ґ и , + и { и ] +  и 2 и, + и.і і
и~ + и.2 і
и. +  и, и. +и~ ... и. +  и.
4 - і  1 і  2  і  і  у
Порівняємо функції приналежності сум 
х и + і и і у и + і и для елементів під матриці V .  
Елементу +  иг , де з < і , г  < і , відпові-
. М*“ М*“дає функція приналежності —  суми
ЕмГ ЕмГ
*=1 к=1
х и + і и т а  - Е ------ ІЬ :—  суми у и + і и .
ЕмГ ЕмГ
4=1 4=1
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ц х IXу
Порівнюючи ■—  —  та    — ,
2>Ґ IX" IX" IX"
4=1 4=1 4=1 4=1
бачимо, що:
»  ± м Г  = £ йГ  = ± к Г
к= \ 4=1 4=1
2) ц* входить в обидві порівнювані вели­
чини, тому це не впливає на результат;
3) рх“ = , оскільки 5 < / ,  а нам дано,
Xй Vй Xй Vй '■що р , = р [ , р .  = р^ .
Таким чином, маємо
Vй I й
Уз, г  є З  г
ІмҐІХ" IX" IX"
4=1 4=1 4=1 4=1
У матриці I I , в тій її частині, в яку не 
входить підматриця II', найменшим елементом 
е оскільки и. < и~. < ... < и , .(+1 і 5 1 2  о
Порівняємо функції приналежності для 
елемента и. . + а, сум х" + 1 “ і у и + ?и , а саме
X  X  . X  Xвеличини ---- -------  1 ---- 1-------і----
IX" XX ХмГХХ
4=1 4=1 4=1 4=1
о ХХ = І>Ґ=ХХ=і;
4=1 4=1 4=1
2) р‘” входить в обидві порівнювані вели­
чини, тому це не впливає на результат;
3) Х і  < X ,  — дано за умовою.
Таким чином, робимо висновок, що
Ц. , Ш ]ХУ , р ,__і±!-------  < — Ш---- ) тобто ми отрима-
XX XX X X  XX
4=1 4=1 4=1 4=1
ЛИ, 1ЦО
3 ;  р х“+г“ = р [ " +г“ , .... < +г” -  ^
але рх+[ г < М-уХ • Отже, твердження доведено.
Твердження 7. Маємо х  -< у  тоді і тільки 
тоді, коли Щ х) < Н { у ) .
Д о в е д е н н я .  Якщо Щ х )  < Н ( у ) , то за 
означенням впорядкованості -і маємо х  < у  . 
Якщо х  < у  , то:
1) або при х 7і у  і Щ х) ф Щ у)  матимемо 
Щ х)  < Щ у ) ;
2) або при х ті у Зі  рх“ =р[“ , ..., Х  = Х >
Х < Х ,  і Щ х )  = Щ у ) ;
3) або при х = у  Щ х )  = Н ( у ) .
Отже, в усіх можливих випадках з х ч у  
випливає, що Щ х) < Я ( у ) .
Введемо поняття максимального і мінімаль­
ного нечіткого числа.
Означення 7. Нечітке число А ] називається
мінімальним серед нечітких чисел А .,  Я ,, ..., 
А к , якщо А ] ч  Я, -<... -х Ак .
Означення 8. Нечітке число Ак називаєть­
ся максимальним серед нечітких чисел Я) , Я2 , 
..., Ак , якщо Яі -х Я2 -х ... -х Я, .
Висновки .
Розвинуті елементи теорії нечітких мно­
жин і операції додавання нечітких чисел та 
відношення впорядкованості масиву нечітких 
чисел можуть бути використані при опису сис­
тем, об’єктів, явищ та процесів із врахуванням 
невизначеності. Зокрема, введені поняття, опе­
рації і відношення дають можливість будувати 
математичні моделі задач евклідової комбіна­
торної оптимізації з нечіткими даними.
Подальші дослідження доцільно спрямо­
вувати на дослідження властивостей введених 
операцій і відношень, а також на їх викорис­
тання при опису невизначеностей у складних 
системах (явищах, об’єктах, процесах).
О.А. Емец, А.О. Емец
ОПЕРАЦИИ И ОТНОШЕНИЯ НАД НЕЧЕТКИМИ 
ЧИСЛАМИ
ОІед О. Уете їз ', ОІекзапсІга О. У ете їз '
ОРЕРАТЮ№ АИО РЕ1_АТГОМ5 ОИ РІІ22У ІМЦМ- 
ВЕРЗ
Введено понятие характеристической функции Іп ІЬіз рарег, \ме іпігосіисе Ше сопсерї ої Ібе сїіаг-
нечеткого числа, операции сложения нечетких чи- асіепйііс їипсіюп ої а їиггу питЬег. ТпгоидГі Ще
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сел, а также отношения упорядоченности немет­
ких чисел. Исследованьї свойства предложенньїх 
операций и отношений. Зти понятия, операции и 
отношения могут бьіть использованьї при моде- 
лировании задач оптимизации с неметкими дан- 
ньіми.
затріез ргоуісіес), уує сіетопаїгаїе ІЬе орегаііоп ої 
асШіоп апсі ІЬе огсіег геїаііоп ої їиггу питЬегз. 
Мо г є о у є г , \лге зїисіу ІЬе ргореіііез ої ргорозеР ор- 
егаїіопз апсі геїаііопз. \Л/е сіеіегтіпе ІЬаІ ІЬезе 
сопсеріз сап Ье изесі іп зітиіаііоп ої орїітігаїіоп 
ргоЬІетз л'ііЬ іпРеЯпіїе сіаіа.
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